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PROBLE`ME PLATEAU COMPLEXE DANS LES VARIE´TE´S
KA¨HLE´RIENNES
par
Fre´de´ric Sarkis
Re´sume´. — L’e´tude du “proble`me Plateau complexe” (ou “proble`me du bord”)
dans une varie´te´ complexe X consiste a` caracte´riser les sous-varie´te´s re´elles Γ deX qui
sont le bord de sous-ensembles analytiques de ω\Γ. Notre principal re´sultat traite le
cas X = U×ω ou` U est une varie´te´ complexe connexe et ω est une varie´te´ Ka¨hle´rienne
disque convexe. Comme conse´quence, nous obtenons des re´sultats de Harvey-Lawson
[15], Dolbeault-Henkin [10] et Dinh [8]. Nous obtenons aussi une ge´ne´ralisation des
the´ore`mes de Hartogs-Levi et Hartogs-Bochner. Finalement, nous montrons qu’une
structure CR strictement pseudo-convexe plongeable dans une varie´te´ Ka¨hle´rienne
disque-convexe est plongeable dans Cn si et seulement si elle admet une fonction CR
non constante.
Abstract (Complex Plateau problem in Ka¨hler manifolds). — The “complex
Plateau problem” (or “boundary problem”) in a complex manifold X is the problem
of characterizing the real submanifolds Γ of X which are boundaries of analytic sub-
varieties of X\Γ. Our principal result treat the case X = U×ω where U is a connected
complex manifold and ω is a disk-convex Ka¨hler manifold. As a consequence, we
obtain results of Harvey-Lawson [15], Dolbeault-Henkin [10] and Dinh [8]. We also
give a generalization of Hartogs-Levi and Hartogs-Bochner theorems. Finally, we
prove that a strictly pseudo-convex CR structure embeddable in a disk-convex Ka¨hler
manifold is embeddable in Cn if and only if it has a non constant CR function.
1. Introduction.
L’e´tude du “Proble`me Plateau complexe” (ou “proble`me du bord”) dans une
varie´te´ complexe X consiste a` caracte´riser les sous-varie´te´s re´elles X de X qui sont le
bord (au sens des courants) de sous-ensembles analytiques de ω\Γ.
Dans l’espace affine, les courbes bords de surfaces de Riemann sont caracte´rise´es par
une condition inte´grale nomme´e “condition des moments” (voir [31, 30, 1, 22, 7]).
Les sous-varie´te´s compactes, ferme´es et de dimension supe´rieure ou e´gale a` trois qui
sont bords d’ensembles analytiques de Cn sont celles dont la dimension de l’espace
complexe tangent est maximal en chaque point (voir [14, 6, 7]).
Classification mathe´matique par sujets (1991). — 32F25, 32F40, 32D15, 32C30.
Mots clefs. — proble`me du bord, proble`me Plateau complexe, varite´te´ ka¨hle´rienne, extension
du type Hartogs, plongement CR, structure CR.
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Dans l’espace projectif, sous la condition pre´ce´dente, le proble`me du bord n’admet
pas toujours de solution. Harvey et Lawson [15] ont cependant donne´ une ca-
racte´risation en terme de condition des moments pour le proble`me du bord dans
Pn(C)\Pn−p(C) (ou` 2p− 1 (p ≥ 2) est la dimension de la varie´te´ conside´re´e).
Re´cemment, Dolbeault et Henkin [10] (puis Dinh [7, 8]) ont donne´ une condition
ne´cessaire et suffisante: le proble`me du bord pour une varie´te´ maximalement complexe
M ⊂ Pn(C) admet une solution s’il en admet une pour un nombre “assez grand” de
tranches de M par des sous-espaces line´aires.
Le but de cet article est de ge´ne´raliser ce dernier re´sultat a` une varie´te´ produit U×ω
ou` U est une varie´te´ complexe connexe et ω est une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte
ou plus ge´ne´ralement disque convexe (i.e. pour tout compact K ⊂ X , il existe un
compact K̂ ⊂ X tel que pour toute surface de Riemann S et pour toute application
me´romorphe f : S → X telle que f(∂S) ⊂ K on ait f(S) ⊂ K̂). L’e´tude du proble`me
du bord dans les espaces produits n’est pas restrictive. En effet, le proble`me du
bord dans l’espace projectif peut toujours eˆtre re´duit a` l’e´tude du proble`me du bord
dans un espace produit. Comme nous le verrons, la re´ciproque n’est en ge´ne´ral pas
vraie. De plus, cette re´solution parait la plus adapte´e pour l’e´tude de l’extension des
applications CR car si f est une application CR, le graphe de f est naturellement
dans un espace produit. Soit X une varie´te´ ka¨hle´rienne disque convexe, nous obtenons
alors les corollaires suivants:
1. Une nouvelle de´monstration de la caracte´risation ge´ome´trique du proble`me du
bord dans Pn(C) donne´e dans [10, 8].
2. Une ge´ne´ralisation du the´ore`me de Hartogs-Levi pour les applications me´ro-
morphes a` valeurs dans X . En particulier, nous retrouvons les ge´ne´ralisations
donne´es dans [8] et [18].
3. Une ge´ne´ralisation du the´ore`me de Hartogs-Bochner pour les applications CR a`
valeurs dans les varie´te´s Ka¨hle´riennes disque convexes (pour X = Pn(C), nous
retrouvons des re´sultats de [10, 24, 27]).
4. La ge´ne´ralisation suivante du the´ore`me de Hartogs-Bochner: Supposons que
X est une varie´te´ Ka¨hle´rienne de dimension 2 ne contenant aucune surface de
Riemann compacte. Soit M une hypersurface re´elle de X la se´parant en deux
composantes connexes Ω1 et Ω2. Alors toute fonction holomorphe au voisinage
de M admet une extension holomorphe sur Ω1 ou sur Ω2.
Ainsi que le corollaire principal suivant nouveau meˆme dans le cas ou` X = Pn(C):
4. Soit M une structure CR abstraite, strictement pseudoconvexe et plongeable
dans X . La varie´te´ M est plongeable dans Cn (ou de manie`re e´quivalente,
admet une solution au proble`me du bord dans X) si et seulement si elle admet
une fonction CR non constante.
Ce dernier re´sultat donne une nouvelle re´duction du proble`me suivant (voir [10]): Soit
M une varie´te´ strictement pseudoconvexe de Pn(C). La varie´te´ M est-elle toujours
le bord d’une p-chaˆıne holomorphe (ou de manie`re e´quivalente M est elle plongeable
dans l’espace affine) ? En particulier, cela prouve de manie`re imme´diate que les
exemples de structures CR d’Andreotti-Rossi [25, 26, 2, 13, 11] et de Barrett [3]
(cas ou` l’espace des fonctions CR est de dimension 1) ne sont plongeables dans aucune
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varie´te´ ka¨hle´rienne disque convexe X . En effet, ces varie´te´s ne sont pas plongeables
dans l’espace affine mais, par construction, elles admettent des fonctions CR non
constantes, on en de´duit alors directement qu’elles ne sont pas plongeables dans X
(pour X = Pn(C) et M la structure CR d’Andreotti-Rossi, ceci est de´montre´ de
manie`re diffe´rente dans [27]).
2. Notations et re´sultats pre´liminaires.
2.1. Proble`me du bord non borne´ dans ∆n×∆m. — Notons ∆q le polydisque
unite´ de Cq. Nous nous inte´ressons ici au proble`me du bord pour les varie´te´s maxi-
malement complexe de dimension 2n+ 1 de ∆n × C
m dont la projection sur Cm est
borne´e. En ge´ne´ral il n’existe pas de solution au proble`me du bord pour de telles
varie´te´s. En effet, il suffit de prendre un courbe ferme´e γ ⊂ ∆m qui n’est pas le bord
d’une surface de Riemann et de poser Γ = γ × Cn, pour obtenir un contre-exemple.
Il est tout de meˆme possible de donner une condition ne´cessaire et suffisante. En
fait, cette condition est de´ja` implicitement utilise´e dans [7] et nous nous bornons ici
a` reformuler les propositions de [7] dans ce cadre.
On dit qu’un compact A ⊂ IRn est ge´ome´triquement m-rectifiable ou encore est de
classe Am si A est (Hm,m)-rectifiable et si le coˆne tangentiel de A enHm-presque tout
point est un espace vectoriel re´el de dimension m (ou` Hm est la mesure de Hausdorff
de dimension m).
Soit X un espace complexe, on appelle p-chaˆıne holomorphe de X toute somme
localement finie [T ] =
∑
nj [Vj ] a` coefficients nj dans Z de sous-ensembles analytiques
Vj de dimension p de X . On appelle volume de [T ], l’expression
Vol [T ] =
∑
|nj |Vol Vj
ou` Vol Vj est le volume 2p-dimensionnel de l’ensemble analytique Vj ; Vol [T ] est aussi
la masse du courant [T ]. On notera T le support de la p-chaˆıne holomorphe [T ] (i.e.
T = ∪{j;nj 6=0}Vj). Dans la suite, si [T ] est un courant on notera aussi V ol[T ] la masse
de ce courant.
Soient X,Y deux varie´te´s re´elles lisses, Y de dimension p ≤ m et f : X → Y
une application C∞ et Γ un courant plat de dimension m (en particulier les courants
rectifiables sont plats). Alors pour Hp-presque tout y ∈ Y , la tranche [Γ, f, y] est un
courant plat de dimension m− p de support inclus dans Γ ∩ f−1(y) ve´rifiant:∫
Y
Φ(y)([Γ, f, y],Ψ)dHp(y) = ([Γ, f
∗(Φ ∧ Ω)] ∧Ψ)
ou` Ψ est une (m− p)-forme a` support compact, Φ une fonction a` support compact et
Ω est la forme volume de Y (voir [12]).
Soit [Γ] un courant rectifiable dont le support Γ est de classe A2n+1 de C
n+m.
Alors, pour presque tous les m-plan Cnν ⊂ C
n+m et pour presque tous les points
z ∈ Cnν , la tranche [Γ, πν , z] (ou` piν est la projection orthogonale sur C
n
ν ) est un
courant rectifiable dont le support est de classe A1 (voir [7] Lemme 1.4).
Notons π : ∆n × C
m → ∆n la projection (z1, ..., zn) × (w1, ..., wm) 7→ (z1, ..., zn).
Soit [Γ] un courant rectifiable, ferme´ et maximalement complexe de ∆n ×C
m dont le
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support Γ est de classe A2n+1 et admet une projection borne´e sur C
m. Pour presque
tout z ∈ ∆n, la tranche [Γ, π, z] est un courant rectifiable ferme´ de dimension 1.
Soient χǫj des fonctions de classe C
∞, de´finies sur C, χǫj(x) = 0 pour |x| << ǫj et
χǫj =
1
2πi pour |x| > ǫ.
Proposition 2.1. — [7] Pour tout z ∈ ∆n, pour toute (1, 0)-forme φ, holomorphe
au voisinage de Γ, la fonction
M(z, φ) =

[Γ], φ ∧ n∧
j=1
dχǫj (ζj − zj) ∧
dζj
ζj − zj


est inde´pendante des χǫj et e´gale a` ([Γ, π, z], φ) quand cette dernie`re est bien de´finie.
En particulier la fonction M(z, φ) est holomorphe dans ∆n.
Cette proposition montre que la condition des moments (cas ou` φ est une (1, 0)-
forme holomorphe) sur les tranches d’une varie´te´ maximalement complexe varie de
manie`re holomorphe. Le principe du prolongement analytique nous dit alors que si la
condition des moments est ve´rifie´e pour un sous-ensemble assez grand K ⊂ ∆n, elle
est ve´rifie´e sur tout ∆n. Il est alors possible de recoller ces tranches pour trouver une
solution au proble`me du bord pour [Γ].
Proposition 2.2. — Soit K un sous-ensemble de ∆n, non inclus dans une re´union
localement finie d’ensembles analytiques de dimension (n − 1) immerge´s dans ∆n.
Supposons que pour tout ν ∈ K, [Γ, π, ν] est bien de´finie et est un 1-courant rectifiable
ferme´ dont le support est de classe A1 et que pour toute 2-forme lisse Θ sur C
m on
aie [Γ] ∧Θ = 0. Alors, les propositions suivantes sont e´quivalentes:
1. M(ν, φ) est nulle pour tout ν ∈ K et toute (1, 0)-forme holomorphe φ (i.e. pour
tout ν ∈ K, [γν ] ve´rifie la condition des moments).
2. Pour tout ν ∈ K, il existe une 1-chaˆıne holomorphe [Sν ] de masse finie de
∆n × C
m\Γ telle que d[Sν ] = [Γ, π, ν].
3. Il existe une p-chaˆıne holomorphe [T ] de ∆n×C
m\Γ dont la projection sur Cm
est borne´e et telle que d[T ] = [Γ].
De´monstration. — L’e´quivalence entre 1. et 2. provient directement de [7]. Pour
toute φ fixe´,M(z, φ) est holomorphe en z. L’ensemble des ze´ros deM(z, φ) est donc
une hypersurface analytique Hφ de ∆n contenant K. L’intersection H de tous les Hφ
est donc un ensemble analytique contenant K. Comme H contient K il ne peut eˆtre
de dimension infe´rieure ou e´gale a` (n− 1). On a donc H = ∆n. De manie`re identique
a` [7], on montre que Γ admet une solution T au proble`me du bord dans U .
Remarque 2.3. — L’hypothe`se [Γ]∧Θ = 0 pour toute 2-forme verticale Θ implique
que pour H2n+1-presque tout z ∈ Γ tel que la multiplicite´ de [Γ] en z soit non nulle,
l’espace tangent a` Γ en z ne contient pas de droite verticale. En particulier [Γ] ne
contient pas de “composantes verticales”.
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2.2. Proprie´te´s de convergence des suites de chaˆınes holomorphes. — Nous
nous inte´ressons ici a` la convergence des suites de surfaces de Riemann de volumes
uniforme´ment borne´s au sens suivant:
De´finition 2.4. — Soit {Ej} une suite de sous-ensembles d’un espace me´trique X .
On dit que la suite {Ej} converge au sens de Hausdorff (ou au sens de Bishop si les
Ej sont des surfaces de Riemann) vers un ensemble E ⊂ X (on note Ej → E) si
1. l’ensemble E co¨ıncide avec l’ensemble limite de la suite {Ej}, i.e. est forme´
de l’ensemble des points de la forme limjνxjν , xjν ∈ Ejν (en particulier, E est
ferme´ dans X).
2. Pour tout compact K ⊂ E et pour tout ǫ > 0 il existe un indice j(ǫ,K) tel que
K appartient au ǫ-voisinage de Ej dans X pour tout j > j(ǫ,K).
Proposition 2.5. — [4] (voir aussi [6]) Soit {Aj} un suite de sous-ensembles analy-
tiques de dimension pure 1 d’une varie´te´ complexe X dont le volume est uniforme´ment
borne´ sur tout compact:
H2(Aj ∩K) ≤MK <∞ pour tout K ⊂⊂ X
et admettant un point d’accumulation dans X. Alors il existe une suite extraite
{Aφ(j)} de la suite {Aj} qui converge dans X vers un sous-ensemble analytique A
de dimension pure 1. De plus on a l’ine´galite´:
limj→∞H2(Aφ(j) ∩ U) ≥ H2(A ∩ U)
pour tout ouvert U ⊂⊂ X.
Dans le cas des chaˆınes holomorphes, ce the´ore`me se ge´ne´ralise aussi:
Proposition 2.6. — [16] Soit {[Aj]} une suite de 1-chaˆınes holomorphes d’une va-
rie´te´ complexe X dont le volume est uniforme´ment borne´ sur tout compact. Alors il
existe une suite extraite {[Aφ(j)]} de la suite {[Aj ]} convergeant vers une 1-chaˆıne
holomorphe [A] de X au sens de la topologie plate.
Proposition 2.7. — Soit ω une varie´te´ complexe munie d’une distance d et K ⊂ ω
un compact. Soit Vǫ = {z ∈ ω, d(z,K) ≤ ǫ} un ǫ-voisinage de K. Alors il existe une
constante CKǫ telle que tout ensemble analytique A de ω\K irre´ductible, de dimension
1 et tel que A contient un point x ∈ K et un point y 6∈ Vǫ ve´rifie: VolA ≥ CKǫ .
De´monstration. — Soit M = {z ∈ ω, d(z,K) = ǫ2}. Le compact M de´connecte ω. Il
existe donc un point w ∈M ∩A. Notons B(w, ǫ2 ) la boule de rayon
ǫ
2 et de centre w.
L’intersection A∩B(w, ǫ2 ) est donc un sous-ensemble analytique ferme´ et non vide de
B(w, ǫ2 ). Or pour tout compact d’une varie´te´ complexe et pour tout ǫ > 0, il existe
une constante Cǫ minorant le volume des sous-ensembles analytiques passant par le
centre de toute boule de rayon ǫ dont l’intersection avec ce compact est non vide.
D’ou` le re´sultat.
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2.3. Voisinage de Stein des surfaces de Riemann a` bord. — D’apre`s un
re´sultat de Siu [28], toute surface de Riemann ouverte dans un espace complexe X
admet un voisinage de Stein. Dans [23], il est montre´ que si S est une surface de
Riemann a` bord γ connexe et lisse de l’espace projectif et telle que S ∪ γ ne contient
aucune surface de Riemann compacte alors S ∪ γ admet lui aussi un voisinage de
Stein. Dans [9], ce re´sultat est e´tendu au cas des surfaces de Riemann a` bord C1 par
morceaux et incluses dans un espace complexe X quelconque. Nous remarquons ici
que la preuve donne´e dans [9] est encore valide pour les surfaces de Riemann dont le
bord est de classe A1:
Proposition 2.8. — Soit X une varie´te´ complexe. Soit γ ⊂ X un compact de classe
A1 et S un sous-ensemble analytique de dimension 1 de X\γ. Supposons que S ∪ γ
ne contient aucune surface de Riemann compacte de X. Alors il existe un ouvert de
Stein V ⊂ X voisinage de S ∪ γ.
3. Proble`me du bord dans les varie´te´s produit.
3.1. The´ore`me principal. — Soient U une varie´te´ complexe connexe de dimension
n, ω une varie´te´ ka¨hle´rienne disque convexe et π : U×ω → U la projection (z, w) 7→ z.
Dans toute la suite, nous supposerons que [Γ] est un courant rectifiable, ferme´
et maximalement complexe de U × ω dont le support Γ est de classe A2n+1. Nous
supposerons de plus, que pour tout compact K ⊂ U , la projection de Γ∩ (K ×ω) sur
ω est relativement compacte dans ω. Pour tout z ∈ U , nous noterons [γz] la tranche
[Γ, π, z] quand elle est bien de´finie. Nous noterons aussi γz = Γ∩{z}×ω. Le support
de [γz] est bien suˆr inclus dans γz mais la re´ciproque n’est pas toujours vraie.
De´finition 3.1. — Un sous-ensembleK ⊂ U sera dit (n−1)-ge´ne´rique s’il n’est pas
inclus dans une re´union de´nombrable d’ensembles analytiques de dimension (n − 1)
immerge´s dans U .
The´ore`me 3.2. — Supposons que pour tout z ∈ U la tranche [γz ] = [Γ, π, z] est bien
de´finie et est un courant rectifiable ferme´ dont le support est de classe A1. Alors les
propositions suivantes sont e´quivalentes:
1. Il existe un sous-ensemble (n− 1)-ge´ne´rique Z de U tel que pour tout z ∈ Z, il
existe une 1-chaˆıne holomorphe [Sz] de ({z} × ω)\γz telle que d[Sz] = [γz].
2. Il existe un ouvert non vide O ⊂ U tel que [Γ] admette une solution au proble`me
du bord dans O×ω (i.e. il existe une (n+1)-chaˆıne holomorphe [T ] de (O×ω)\Γ
telle que d[T ] = [Γ] dans O × ω).
3. Il existe un ferme´ G ⊂ U de mesure de Hausdorff (2n− 1)-dimensionnelle nulle
tel que ∀z 6∈ G, il existe un voisinage Vz de z dans U tel que le proble`me du bord
pour [Γ] soit re´soluble dans Vz × ω.
4. Il existe un ferme´ F de mesure nulle dans U et une (n+ 1)-chaˆıne holomorphe
T de ((U\F )× ω)\Γ telle que d[T ] = [Γ] dans (U\F )× ω.
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(1)⇒ (2) : Re´duction a` un voisinage de Stein.
Dans cette partie, les hypothe`ses additionnelles sur les tranches [γz ] donne´es dans
l’e´nonce´ du the´ore`me 3.2 ne sont pas ne´cessaires et peuvent eˆtre affaiblies :
Proposition 3.3. — Supposons que pour toute 2-forme lisse Θ de´finie sur ω, on aie
[Γ] ∧Θ = 0 et qu’il existe un sous-ensemble (n− 1)-ge´ne´rique Z de U tel que:
1. Pour tout z ∈ Z, la tranche [γz] est bien de´finie et est un 1-courant rectifiable
dont le support est de classe A1.
2. Pour tout z ∈ Z, il existe une 1-chaˆıne holomorphe [Sz ] de ({z} × ω)\γz telle
que d[Sz ] = [γz ].
Alors il existe un point w ∈ Z, un voisinage W de w dans U tel que le proble`me
du bord pour Γ admette une solution dans W × ω (i.e. il existe une (n + 1)-chaˆıne
holomorphe [T ] de (W × ω)\Γ telle que d[T ] = [Γ] dans W × ω).
De´monstration. — L’ensemble Z e´tant (n− 1)-ge´ne´rique, il existe un point z ∈ Z tel
que l’intersection de Z avec tout voisinage de z est encore (n − 1)-ge´ne´rique. Soit
V un voisinage de Stein de γz obtenu graˆce a` la proposition 2.8. Soit Vǫ ⊂⊂ V un
ǫ-voisinage de γz et Vǫ/2 ⊂⊂ Vǫ un ǫ/2-voisinage de γz. Comme ω est disque convexe,
il existe un compact V̂ǫ/2 tel que toute surface de Riemann irre´ductible dont le bord
est dans Vǫ/2 soit incluse dans V̂ǫ/2. Soit Uǫ/2 un voisinage de z dans U tel que pour
tout x ∈ Uǫ/2, γx ⊂ Vǫ/2. Soit C = C
V ǫ/2
ǫ/2 > 0 la constante de´finie dans la proposition
2.7.
Lemme 3.4. — Pour tout x ∈ Z ∩ Uǫ/2, il existe une 1-chaˆıne holomorphe [Sx]
solution au proble`me du bord pour [γx] dont le volume du support est e´gal a`:
I = inf{[S];d[S]=[γx]}V olS.
De´monstration. — Soit [S] =
∑
mi[Si] une solution au proble`me du bord pour [γx]
ou` les Si sont les composantes irre´ductibles de S\γx. Pour tout ν, etWν un ν voisinage
de γx, posons
[Sν ] =
∑
i;Si⊂Wν
mi[Si].
Soit ν tel que
V olSν <
C
4
.
D’apre`s la proposition 2.7, il existe un nombre fini de composantes irre´ductibles
{Sνi }i=1..N de S
ν non incluses dans Wν . Pour toute composante irre´ductible S
ν
i
notons, si elle existe, S˜νi une surface de Riemann compacte irre´ductible de {x} × ω
contenant Sνi et S˜
ν
i = ∅ sinon. Posons
A = S ∪ (
⋃
i=1..N
S˜νi )
et montrons que le support de toute solution au proble`me du bord [R] pour [γ] ve´rifiant
V olR ≤ I + C2 est inclus dans A. On a [R] − [S] =
∑M
i=1 ni[Vi] ou` les [Vi] sont les
courants d’inte´gration sur des surfaces de Riemann compactes irre´ductibles Vi. Si
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Vi contient une composante irre´ductible S
ν
j de S\γx non incluse dans Wν , on a par
de´finition de S˜νj , Vi ⊂ S˜
ν
j ⊂ A. Donc, si pour tout i ∈ {1, ...,M}, Vi contient une
composante irre´ductible Sνj de S\γx non incluse dansWν , on a Supp([R]− [S]) ⊂ A et
donc R ⊂ A. Dans le cas contraire, il existe un i0 ∈ {1, ...,M} tel que Vi0 ne contient
que des composantes irre´ductibles de S\γx incluse dans Wν . Soit [R˜] (resp. [S˜]) la
restriction de [R] (resp. de [S]) a` Vi0 . On a alors par construction
V olS˜ ≤ V olSν <
C
4
Or [R˜] = [S˜] + ni0 [Vi0 ], et donc
V olR˜ ≥ V olVi0 − V olS˜ >
3C
4
.
Le courant [R]− [R˜] + [S˜] est encore solution au proble`me du bord pour [γ] et ve´rifie
V olSupp([R]− [R˜] + [S˜]) = V olR− V olR˜+ V olS˜ < I +
C
2
−
3C
4
+
C
4
≤ I
ce qui donne la contradiction recherche´e et prouve que R ⊂ A. L’ensemble A ne
contenant qu’un ensemble fini de surfaces de Riemann compactes, on est re´duit au cas
ou` γ est inclus dans une surface de Riemann irre´ductible L. Si [R1] et [R2] sont deux
solutions distinctes au proble`me du bord pour [γ] dans L, on a [R1]−[R2] = m[L] pour
un certain m ∈ Z. En particulier, si deux solutions sont nulles sur une composante
irre´ductible de L\γ, elles sont e´gales. Il existe donc une solution au proble`me du bord
pour [γ] dont le comple´mentaire du support est de volume maximal et donc tel que
le support est de volume minimal.
Pour tout x ∈ Z choisissons [Sx], une 1-chaˆıne holomorphe solution au proble`me
du bord pour [γx] minimisant le volume du support des solutions. Posons
Ek,l =
{
x ∈ Z ∩ Uǫ/2,Vol[Sx] ≤ k;
lC
2
< Vol Sx ≤
(l + 1)C
2
}
L’ensemble Z∩Uǫ/2 e´tant (n−1)-ge´ne´rique, il existe k, l ∈ IN tels que Ek,l soit encore
(n− 1)-ge´ne´rique.
Lemme 3.5. — Soit {xi} une suite de points de Ek,l convergeant vers un point x∞ ∈
Ek,l. Alors il existe une suite extraite (que l’on notera encore {xi}) tel que
1. La suite de 1-courants rectifiables {[γxi]} converge au sens des courants vers
[γx∞ ].
2. La suite de supports Sxi converge au sens de Bishop vers une surface de Riemann
S∞ telle que S∞ ∪ γx∞ ne contient aucune surface de Riemann compacte.
De´monstration. — La masse des 1-chaˆınes holomorphes [Sxi ] e´tant uniforme´ment
borne´e, il existe une suite-extraite qui converge vers une 1-chaˆıne limite [S]. La suite
des bords [γxi ] = d[Sxi ] converge alors vers un courant limite rectifiable [γ∞] = d[S]
dont le support est inclus dans γx∞ = Γ∩{x∞}×ω. D’apre`s la proposition 2.1, pour
toute (1, 0)-forme φ de´finie dans V et holomorphe au voisinage de γx∞ , on a:
([γ∞], φ) = lim
i→∞
([γxi ], φ) = lim
i→∞
M(xi, φ) =M(x∞, φ) = ([γx∞ ], φ)
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En particulier, le courant [R] = [γ∞] − [γx∞ ] est orthogonal a` toutes les fonctions
me´romorphes dont les poˆles ne rencontrent pas γx∞ . Du fait que γx∞ est de mesure
de Hausdorff deux dimensionnelle nulle, on de´duit qu’il est rationnellement convexe
dans V et donc que [R] = 0 d’apre`s le lemme suivant ce qui termine la preuve de la
proprie´te´ (1).
Lemme 3.6. — Soit [R] un 1-courant de masse finie et de support inclus dans un
compact K ⊂ Cm (pour un certain m ∈ IN)) de mesure de Hausdorff 2-dimensionnelle
nulle et tel que ([R], φ) = 0 pour toute les (1, 0)-formes φ holomorphes au voisinage
de K. Alors [R] = 0.
De´monstration. — Ce re´sultat est bien connu dans C. Pour le cas ge´ne´ral, il suffit
de remarquer que si K est de mesure de Hausdorff 2-dimensionnelle nulle, alors toute
projection de K le sera aussi. Pour toute droite affine Cν ⊂ C
m l’image direct de [R]
par la projection orthogonale sur Cν est alors nulle ce qui montre que [R] = 0.
Pour tout x ∈ Ek,l, on a Sx ⊂ V̂ǫ/2. Si pour tout i ∈ IN, Sxi ⊂ Vǫ ⊂ V la limite au
sens de Bishop est encore incluse dans V qui ne contient pas de courbes compactes
et le lemme est ve´rifie´. Sinon, on peut supposer que ∀i ∈ IN, Sxi 6⊂ Vǫ. Donc, toutes
les surfaces Sxi contiennent un point wi 6∈ Vǫ et wi ∈ V̂ǫ/2. Quittes a` extraire une
sous-suite de {[Sxi ]}, on peut aussi supposer que la suite des supports {Sxi} converge
au sens de Bishop vers une surface de Riemann limite S∞). On a alors:
lC
2
≤ Vol Sx∞ ≤ VolS ≤ VolS∞ ≤ limj→∞ Vol Sxi ≤
(l + 1)C
2
.
Car on a bien suˆr S ⊂ S∞. Montrons que S∞ ∪ γx∞ ne contient aucun sous-ensemble
analytique compacte L de {x∞}×ω. En effet, si c’e´tait le cas, on aurait L ⊂ V̂ǫ/2 car L
est dans l’adhe´rence des Sxi . Notons {Li}i∈IN les composantes irre´ductibles de L\γx∞ .
On a alors la de´composition [S] =
∑
mi[Li] +
∑
ni[Si] ou` mi ∈ Z, ni ∈ Z
∗ et Si sont
les composantes irre´ductibles de S non incluses dans L. L’ensemble analytique L n’est
pas inclus dans V car V est une varie´te´ de Stein et L est compact. Il existe donc
i0 ∈ IN tel que Li0 ne soit pas inclus dans V . D’apre`s la proposition 2.6, VolLi0 > C.
La 1-chaˆıne holomorphe [S∗] = [S] −mi0 [L] est solution au proble`me du bord pour
γx∞ et a un support S
∗ inclus dans S∞\Li0 et ve´rifie donc
VolS∗ ≤ VolS∞ −VolLi0 <
(l + 1)C
2
− C ≤
(l − 1)C
2
< V olSx∞ .
Ce qui contredit le fait que [Sx∞ ] minimise le support des solutions au proble`me du
bord pour [γx∞ ].
Soit w un point de Ek,l tel que Ek,l soit (n − 1)-ge´ne´rique dans tout voisinage de
w. De la meˆme manie`re que dans le lemme 3.4, il existe un sous-ensemble analytique
A de volume fini de ({w} × ω)\γw tel que pour toute suite {xi} de points de Ek,l
convergeant vers w, la suite {[Sxi ]} converge vers une 1-chaˆıne holomorphe [S] solution
au proble`me du bord pour [γw] tel que S ⊂ A. L’ensemble A∪γw contient un nombre
fini A1, ..., Ak de surfaces de Riemann irre´ductibles et compactes. Pour tout i = 1..k,
l’ensemble Ai\γw se de´compose lui aussi en composantes irre´ductibles {A
j
i}j∈IN. Soit
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V(j1,...,jk) un voisinage de Stein de γw ∪ (A\(∪i=1..kA
ji
i )). Soit E
j1,...,jk
k,l = {x ∈
Ek,l;Sx ⊂ V(j1,...,jk)}. Il existe (j1, ..., jk) ∈ IN
k tel que Ej1,...,jkk,l est (n− 1)-ge´ne´rique.
En effet, dans le cas contraire, l’ensemble union des Ej1,...,jkk,l serait inclus dans une
re´union de´nombrable Y d’ensembles analytiques immerge´s de dimension (n − 1) de
U et l’ensemble Ek,l\Y serait encore (n − 1)-ge´ne´rique. Il existerait donc une suite
de points {xi} de Ek,l\Y convergeant vers w. Quitte a` extraire une sous-suite, on
peut supposer que la suite {xi} ve´rifie les proprie´te´s 1 et 2 du lemme 3.5 . Pour
k assez grand, il existe alors (i1, ..., ik) ∈ IN
k tel que xk ∈ E
j1,...,jk
k,l ce qui donne la
contradiction recherche´e. Il existe donc un ouvert de Stein Vi1,...,ik tel que le proble`me
du bord pour Γ soit re´soluble dans Vi1,...,ik pour un ensemble (n − 1)-ge´ne´rique de
tranches de Γ. D’apre`s la proposition 2.2, le proble`me du bord est re´soluble pour Γ
dans Vi1,...,ik .
(2)⇒ (3): Controˆle du volume jusqu’au bord.
Supposons que le proble`me du bord pour [Γ] admet une solution [T ] dans V × ω
ou` V est un ouvert (assez petit) de U . Alors, il existe une majoration du volume des
1-chaˆınes holomorphes [Sz] = [T, π, z] ne de´pend que de la ge´ome´trie de Γ:
Lemme 3.7. — Soit (x1, ..., x2n) un syste`me de coordonne´es re´elles de V . Soit Π :
V → IR2n−1 la projection Π(x1, ..., x2n) = (x2, ..., x2n). Alors pour presque tout point
X = (x2, ..., x2n) ∈ IR
2n−1 et pour tous points a, b ∈ IR on a les ine´galite´s suivantes:
|V ol([S(a,X)])− V ol([S(b,X)])| ≤MV .V ol(1I[(a,X),(b,X)][Γ,Π, X ]) ≤MV .V ol([Γ,Π, X ])
|V ol(S(a,X))− V ol(S(b,X))| ≤MV .V ol(Γ ∩ [(a,X), (b,X)]× ω)
ou` MV = sup(V×ω)∩Γ |Ω| pour Ω la forme ka¨hle´rienne associe´e a` la varie´te´ ω et
1I[(a,X),(b,X)] est l’indicatrice de [(a,X), (b,X)]× ω dans V × ω.
De´monstration. — Soit [T ] =
∑
ni[Ti], ni ∈ Z, on a alors par de´finition, [Γ] =∑
nid[Ti]. Soit [T
+] =
∑
|ni|[Ti] et [Γ+] =
∑
|ni|d[Ti] on a alors bien suˆr
V ol[Γ+] ≤ V ol[Γ].
D’apre`s le the´ore`me de tranchage des courants, pour presque tout X ∈ IR2n−1, la
tranche [Γ+,Π, X ] (resp. [T+,Π, X ]) est bien de´finie et est un 2-courant (resp. 3-
courant) de masse finie. Alors les courants 1I[(a,X),(b,X)][Γ
+,Π, X ] et
1I[(a,X),(b,X)][T
+,Π, X ] sont bien de´finis car les courants [Γ+,Π, X ] et [T+,Π, X ] sont
de masse localement finie. On a alors
d(1I[(a,X),(b,X)][T
+,Π, X ]) = 1I[(a,X),(b,X)]d[T
+,Π, X ]+[T+, π, (b,X)]− [T+, π, (a,X)].
En remarquant que dΩ = 0 on obtient
0 = (d(1I[(a,X),(b,X)][T
+,Π, X ]),Ω) =
(1I[(a,X),(b,X)]d[T
+,Π, X ],Ω) + ([T+, π, (b,X)],Ω)− ([T+, π, (a,X)],Ω)
Or par de´finition, d[T+,Π, X ] = [Γ+,Π, X ] et ([T+, π, (a,X)],Ω) et ([T+, π, (b,X)],Ω)
sont les masses des courants [S(a,X)] et [S(b,X)]. On a donc
|V ol[S(a,X)]− V ol[S(b,X)]| ≤MV .V ol(1I[(a,X),(b,X)][Γ
+,Π, X ]) ≤
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MV .V ol(1I[(a,X),(b,X)][Γ,Π, X ])
ce qui montre la premie`re ine´galite´. La deuxie`me ine´galite´ s’obtient alors en appli-
quant ce qui pre´ce`de au courant [T˜ ] =
∑
[Ti] dont le bord [Γ˜] =
∑
d[Ti] est un courant
rectifiable a` support dans Γ et de multiplicite´ 0,±1 en presque tout point de Γ.
Soit Vmax l’ensemble des points z ∈ U pour lesquels il existe un voisinage Vz de
z dans U tel que le proble`me du bord pour [Γ] soit re´soluble dans Vz × ω. Bien suˆr
Vmax est un ouvert de U .
Lemme 3.8. — Soit z ∈ Vmax et Vz un voisinage de z dans U tel que le proble`me du
bord pour [Γ] admette une solution [T ] dans Vz ×ω. Alors il existe un ouvert connexe
maximal Uz ⊂ Vmax tel que le proble`me du bord pour [Γ] aie une solution [Tmax] dans
Uz × ω co¨ıncidant avec [T ] dans Vz × ω. De plus, ∂Uz\Vmax est un ferme´ de mesure
de Hausdorff (2n− 1)-dimensionnelle nulle.
De´monstration. — D’apre`s le lemme de Zorn, pour montrer l’existence de Uz, il suffit
de montrer que si U1 et U2 sont deux ouverts connexes de U contenant Vz , tels que
U1 ⊂ U2 et tels que la solution [TU1 ] (resp. [TU2 ]) au proble`me du bord pour [Γ] dans
U1×ω (resp. U2×ω) co¨ıncide avec [T ] dans Vz×ω, alors [TU2 ] co¨ıncide avec [TU1 ] dans
U1×Ω. La n-chaˆıne holomorphe [L] = [TU2 ]− [TU1 ] est bien de´finie dans (U1×ω)\Γ.
Par hypothe`se, [L] est ferme´e et [L] = 0 dans Vz × ω. Le support L de [L] est donc
un sous-ensemble analytique de U1 × ω dont l’intersection avec Vz × ω est vide. Soit
π : U × ω → U la projection canonique sur U . D’apre`s le the´ore`me de l’application
propre, la projection π(L) de L sur U1 est un sous-ensemble analytique de U1. Du fait
que pour tout z ∈ U , la tranche {z} × ω ∩ Γ est de classe A1, on en de´duit que π(L)
et soit vide soit un sous-ensemble analytique de dimension n de U (i.e. π(L) = U1
car U1 est connexe). Comme L ∩ Vz × ω = ∅, L est ne´cessairement vide dans U1 × ω
et donc [L] = [TU2 ] − [TU1 ] = 0, d’ou` l’existence de Uz. Supposons que l’ensemble
Gz = ∂Uz\Vmax soit un ferme´ de mesure de Hausdorff (2n − 1)-dimensionnelle non
nulle. Soit alors x0 un point de Gz tel que Gz soit de mesure non nulle dans tout
voisinage x0. Choisissons alors un voisinage Vx0 de x0 et un syste`me de coordonne´es
(x1, ..., x2n) de Vx0 tels que :
1. L’ensemble H = Π(Gz ∩ Vx0) est de mesure non nulle dans IR
2n−1 ou` Π :
IR+ × IR
2n−1 → IR2n−1 est la projection Π(x1, ..., x2n) = (x2, ..., x2n).
2. L’ensemble {0} × IR2n−1 ⊂ Vz .
D’apre`s le the´ore`me de tranchage des courants, pour presque tout X ∈ IR2n−1, le
courant [Γ,Π, X ] est bien de´fini et est un 2-courant rectifiable. Quittes a` restreindre
H , on peut supposer que ceci est ve´rifie´ pour tous les points de H . Soit
H˜ = {(λX , X) ∈ IR+ ×H ;λX = sup{t ∈ IR+; [0, t[×{X} ⊂ Vz}}
Soit (λX , X) ∈ H˜, par de´finition de H , λX <∞, d’apre`s le lemme 3.7, le volume des
1-chaˆınes holomorphes [S(t,X)] = [T, π,X ] (ou` π : U×ω → U , π(x,w) = x) pour t < λ
est uniforme´ment borne´. D’apre`s la proposition 2.6, il existe alors une suite de re´els
{ti} convergeant vers λ tel que la suite de 1-chaˆınes holomorphes [S(ti,X)] converge
au sens des courants vers une 1-chaˆıne holomorphe [S(λ,X)] solution au proble`me du
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bord pour [γ(λ,X)]. On a donc H˜ ⊂ Gz et est (n − 1)-ge´ne´rique car de mesure de
Hausdorff (2n−1)-dimensionnelle non nulle. La proposition 3.3 permet alors d’obtenir
la contradiction recherche´e.
Soit G = ∂Vmax, il reste a` montrer que G est de mesure de Hausdorff (2n − 1)-
dimensionnelle nulle. En effet, si c’est le cas on auraG = U\Vmax car U est connexe et
un ensemble de mesure de Hausdorff (2n−1)-dimensionnelle nulle ne peut disconnecter
un ouvert de dimension 2n. Supposons que G est de mesure (2n− 1)-dimensionnelle
non nulle. Il existe alors un point z ∈ G tel que pour tout voisinage Vz de z dans U ,
l’ensemble Vz ∩G soit de mesure de Hausdorff (2n−1)-dimensionnelle non nulle. Soit
V un voisinage de Stein de γz = Γ∩ {z}×ω. Soit C = C
V ǫ
2ǫ la constante de´finie dans
la proposition 2.7 avec ǫ choisi de manie`re a` ce que le voisinage V2ǫ soit inclus dans
V . Soit x0 ∈ Vmax tel que γx0 ⊂ Vǫ. Soit Vz un voisinage de z dans U et (x1, ..., x2n)
un syste`me de coordonne´es de Vz tel que:
1. ∀x ∈ Vz, γx ⊂ Vǫ.
2. L’ensemble H = Π(G ∩ Vz) est de mesure non nulle dans IR
2n−1 ou` Π : IR+ ×
IR2n−1 → IR2n−1 est la projection Π(x1, ..., x2n) = (x2, ..., x2n).
3. L’ensemble {0}× IR2n−1 ⊂ Ux0 ∩Vz ou` Ux0 est un ouvert maximal contenant x0
tel que le proble`me du bord pour [Γ] admette une solution [Tx0] dans Ux0 × ω.
D’apre`s le the´ore`me de tranchage des courants et le the´ore`me de Fubini, quittes a`
restreindre H , on peut supposer que pour tout X ∈ H , le courant [Γ,Π, X ] est bien
de´fini, de masse finie et l’ensemble Γ ∩ ((IR × X) × ω) est de mesure de Hausdorff
2-dimensionnelle finie. L’ensemble H e´tant (n − 1)-ge´ne´rique, il existe k, l ∈ IN tel
que l’ensemble
H0l = {(0, X) ∈ Vz ;V olS(0,X) < k et V ol[S(0,X)] < l}
(ou` [S(0,X)] = [Tx0 , π, (0, X)]) soit encore (n − 1)-ge´ne´rique. Pour tout X ∈ Π(H
0
l ),
notons λX la borne supe´rieure des re´els t tels qu’il existe un voisinage V(t,X) de
[0, t[×{X}, tels que le proble`me du bord pour [Γ] admette une solution [T(t,X)] dans
V(t,X) × ω qui co¨ıncide avec [Tx0 ] au voisinage de (0, X) × ω. Soient X ∈ Π(H
0
l ),
0 < t1 < t2 < ... < tn < ... < λX une suite de re´els convergeant vers λX et
[Sn] = [T(tn,X), π, (tn, X)]. D’apre`s le lemme 3.7, pour tout X ∈ Π(H
0
l ),
V ol[Sn] < l +MV .V ol(1I[(0,X),(λ,X)][Γ,Π, X ])
et
V olSn < k +MV .V ol(Γ ∩ ([(0, X), (λ,X)]× ω)).
On en de´duit qu’il existe une suite extraite (que l’on notera encore {[Sn]}) convergeant
au sens des courants vers une 1-chaˆıne limite [S∞] solution au proble`me du bord pour
[γ(λ,X)] et telle que la suite des supports Sn converge au sens de Bishop vers une
surface de Riemann limite S∞. Si S∞ ⊂ V , pour n assez grand, T(tn,X) est lui aussi
inclus dans V et donc d’apre`s la proposition 2.2, le proble`me du bord pour [Γ] est
re´soluble dans V ce qui contredit que z ∈ G. Dans le cas contraire, γ(λ,X) ∪ S∞
contient ne´cessairement une surface de Riemann compacte L. En effet, sinon, en
conside´rant un voisinage de Stein de γ(λ,X) ∪ S∞, on montre graˆce a` la proposition
2.2 que [Γ] admet une solution au proble`me du bord dansW qui co¨ıncide avec [T(tn,X)]
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pour n assez grand ce qui contredit la de´finition de λX . De meˆme que pre´ce´demment,
il existe m ∈ Z tel que la 1-chaˆıne holomorphe [S∞] − m[L] soit une solution au
proble`me du bord pour [γ(λX ,X)] dont le support est inclus dans S∞\L˜ ou` L˜ est une
composante irre´ductible de L\γ(λX ,X) dont le volume est strictement supe´rieur a` C.
On a donc
∀X ∈ Π(H0l ), V olS(λX ,X) < k +MV .V ol(Γ ∩ [0, λX ]× ω)− C.
D’apre`s la proposition 3.3, il existe x1 ∈ H0l tel que le proble`me du bord pour Γ
admette une solution au voisinage Vx1 de x1 et tel que H
0
l soit encore (n−1)-ge´ne´rique
dans tout voisinage de x1. On a bien suˆr Vx1 ⊂ Vmax. En appliquant le meˆme
raisonnement que pre´ce´demment a` Vx1 on construit un ensemble (n − 1)-ge´ne´rique
H1l1 tel que pour tout (λX , X) ∈ H
1
l1
on aie:
V olS(λX ,X) ≤ k +MV .V ol(Γ ∩ [(0, X), (λX , X)]× ω − 2C
et par re´currence, on construit une suite d’ensembles Hnln tel que pour tout (λX , X) ∈
Hnln on aie:
V olS(λX ,X) ≤ k +MV .V ol(Γ ∩ [(0, X), (λX , X)]× ω − (n+ 1)C.
Mais alors pour n assez grand, nous obtenons la contradiction recherche´e.
(3)⇒ (4) et (4)⇒ (1). E´vident.
3.2. Obstruction a` l’existence d’une solution globale. — Dans le the´ore`me
3.2, l’ensemble F peut disconnecter U et les solutions dans les diffe´rentes composantes
connexes de U\F peuvent ne pas se recoller en une solution globale dans U×ω comme
le montre l’exemple suivant:
Exemple. Soient C(1, 3) = {z ∈ C, 1 < |z| < 3}, C(2) = {z ∈ C, |z| = 2}
et φ : C → C2 de´finie par φ(z) = (z, e
1
z ). Soient S = φ(C(1, 3)), γ = φ(C(2)) et
Γ = γ × P1(C). Soit Γ˜ une petite de´formation de Γ dans S × P1(C) telle que ∀z ∈ S,
{z} × P1(C) ∩ Γ soit inclus dans une courbe de classe C1.
Pour z ∈ C(1, 3) assez loin de γ, {(z, e
1
z )}×P1(C) ne rencontre pas Γ. Le the´ore`me
3.2 s’applique donc mais il est ici impossible de trouver une solution globale dans
C× (C× P1(C)).
3.3. Proble`me du bord dans Cn et Pn(C). — Le fait de re´soudre le proble`me
du bord dans un espace produit n’est pas limitatif. En effet, dans le cas d’un es-
pace localement feuillete´ par des sous-ensembles analytiques, on pourra se ramener
localement au cas d’un produit et en de´duire la re´solution du proble`me du bord. Par
exemple, dans l’espace projectif nous retrouvons les re´sultats connus sur la re´solution
du proble`me du bord.
Corollaire 3.9. — [14, 10, 7] Soit [Γ] un courant rectifiable, ferme´, maximalement
complexe de Pn(C)\P(n−p+1)(C) dont le support est de classe A2p−1. Alors il existe
une p-chaˆıne holomorphe [T ] de (Pn(C)\P(n−p+1)(C))\Γ telle que [Γ] = d[T ] dans
Pn(C)\P(n−p+1)(C).
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De´monstration. — Pour p = 2, Γ ⊂ Pn(C)\Pn−1(C) ≃ C
n. Le proble`me du bord
pour [Γ] admet donc une solution (voir [7]). Pour p > 2, soit H le (n − p + 1)
espace affine tel que Γ ⊂ Pn(C)\H . D’apre`s la proprie´te´ de tranchage des courants
rectifiables de support de classe A2p−1 et le the´ore`me de Fubini, on peut supposer sans
perte de ge´ne´ralite´ qu’il existe une sous varie´te´ V ⊂ G(n−p+2, n) forme´e de (n−p+2)-
plans contenant H telle que pour presque tout (n−p+2)-planGν avec ν ∈ V , [Γ∩Gν ]
est un 3-courant rectifiable, ferme´ et maximalement complexe dans Gν\H ≃ C
n−p+2
et dont le support est de classe A3. Le proble`me du bord pour le courant d’intersection
[Γ∩Gν ] admet donc une solution dans Gν\H . Soit Ψ : V ×C
n−p+2 → Pn(C)\H une
application holomorphe injective identifiant {ν}×Cn−p+2 avecGν\H (on a suppose´ ici
que V est assez petit pour avoir l’e´xistence de Ψ). Soit [Γ˜] = Ψ∗([Γ]) l’image inverse de
[Γ] par Ψ. D’apre`s la proposition 2.2, le proble`me du bord est re´soluble pour [Γ˜] dans
V ×Cn−p+2. Et donc il existe un (n−p+2)-plan P tel que le proble`me du bord pour [Γ]
admette une solution [T ] au voisinage de P . Soit Pǫ un ǫ-voisinage de P dans Pn(C).
Pour ǫ assez petit la restriction de [T ] a` Pǫ est une p-chaˆıne holomorphe [Tǫ] dont le
bord est un courant rectifiable maximalement complexe dont le support est de classe
A2p−1 et qui co¨ıncide avec [Γ] au voisinage de P . La re´solution du proble`me du bord
pour [Γ] et alors e´quivalente a` la re´solution du proble`me du bord pour [Γ]−d[Tǫ] dont
le support est dans Pn(C)\P . On est donc ramene´ au cas ou` Γ ⊂ Pn(C)\Pn−p+2(C).
Si p = 3, le re´sultat est prouve´. Sinon, en faisant a` nouveau la meˆme manipulation,
on est ramene´ au cas Γ ⊂ Pn(C)\Pn−p+3(C). Puis par re´currence, on se rame`ne au
cas Γ ⊂ Pn(C)\Pn−1(C) ≃ C
n ce qui montre le re´sultat.
De´finition 3.10 ([8]). — Soit U un ouvert de la grassmanienne G(n− p+1, n), un
sous-ensemble K ⊂ U est dit projectivement k-ge´ne´rique si pour tout ensemble non
k-ge´ne´rique S ⊂ Pn(C), l’ensemble K\GS est k-ge´ne´rique ou`
GS = {ν ∈ G(n− p+ 1, n);P
n−p+1
ν (C) ∩ S 6= ∅}.
Une proprie´te´ principale des ensembles projectivement k-ge´ne´riques est que si V ⊂
U est une sous-varie´te´ complexe de dimension (p− 1) qui est (p− 2)-ge´ne´rique alors
il existe ν ∈ V tel que P νn−p+1 ∩ S = ∅, ou`
S = {z ∈ Pn(C); dim{ν ∈ V ; z ∈ P
ν
n−p+1} ≥ 1}.
Corollaire 3.11 ([10, 8]). — Soit X un ouvert (n− p+ 1)-concave de Pn(C) avec
X∗ = {ν ∈ G(n− p+1, n);P νn−p+1 ⊂ X} connexe. Soit [Γ] une combinaison line´aire,
localement finie, a` coefficients entiers de courants d’inte´gration sur des sous-varie´te´s
re´elles Γi, oriente´es, de classe C
1, de dimension (2p− 1) et maximalement complexe
dans X. Soit K un sous-ensemble projectivement (p−2)-ge´ne´rique de X∗. Supposons
que pour tout ν ∈ K:
1. P νn−p+1 intersecte Γi transversalement en tout point.
2. Il existe une 1-chaˆıne holomorphe [Sν ] de masse finie de P
ν
n−p+1\Γ telle que
d[Sν ] = [γν ] au sens des courants dans P
ν
n−p+1 (ou` [γν ] = [Γ ∩ P
ν
n−p+1(C)] est
le courant d’intersection de Pn−p+1(C) avec [Γ]).
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Alors il existe une p-chaˆıne holomorphe [T ] de X\Γ, de masse localement finie,
ve´rifiant d[T ] = [Γ] dans X.
De´monstration. — D’apre`s la de´monstration de la proposition 3.3, il existe ν0 ∈ K,
un voisinage de Stein V0 de Sν0 ∪ γν0 (ou` γν0 = Γ ∩ P
ν0
n−p+1(C)) et un sous-ensemble
de´nombrablement (n− 1)-ge´ne´rique K0 de K tel que pour tout ν ∈ K0, Sν ⊂ V0. De
la proposition 2.2, on de´duit alors qu’il existe une sous-varie´te´ analytique K˜ ⊂ X∗
de dimension (p− 1) et projectivement (p− 2)-ge´ne´rique tel que pour tout ν ∈ K˜, le
proble`me du bord pour [γν ] soit re´soluble dans V0. Soit Ψ : K˜ ×Pn−p+1(C)→ Pn(C)
la projection canonique qui identifie {ν}×Pn−p+1(C) avec P νn−p+1(C). Alors il existe
ν ∈ K˜ tel que pour tout z ∈ P νn−p+1,Ψ
−1({z}) est fini. Il existe donc un voisinage V de
ν ∈ K˜ tel que la restriction de Ψ a` V ×Pn−p+1(C) soit propre et d’ordre fini. L’image
inverse [Γ˜] = Ψ∗([Γ]) est donc bien de´finie et est encore un courant rectifiable, ferme´,
maximalement complexe dont le support est de classe A2p−1. D’apre`s la proposition
3.3, il existe un ouvert U de V tel que le proble`me du bord pour [Γ˜] admette une
solution [T˜ ] dans U × Pn−p+1(C). Mais alors, d’apre`s le lemme pre´ce´dent, l’image
directe de [T˜ ] donne une solution [T ] = Ψ∗([T˜ ]) au proble`me du bord pour [Γ] dans
un voisinage d’un (n − p + 1)-plan P de Pn(C). Soit Pǫ un ǫ-voisinage de P dans
Pn(C). Pour ǫ assez petit, la restriction [Tǫ] de [T ] a` Pǫ est une p-chaˆıne holomorphe
dont le bord est un courant rectifiable maximalement complexe dont le support est de
classe A2p−1 et qui co¨ıncide avec [Γ] au voisinage de P . Le courant [Γ]− d[Tǫ] a donc
un support dans Pn(C)\P et admet une solution [R] au proble`me du bord d’apre`s le
corollaire pre´ce´dent. La p-chaˆıne holomorphe [R]+ [Tǫ] nous donne alors une solution
au proble`me du bord pour [Γ].
3.4. The´ore`me de Hartogs-Levi ge´ne´ralise´. — On note ∆ le disque unite´ de
C, C(r) = {z ∈ C, |z| = r} et C(r1, r2) = {z ∈ C, r1 < |z| < r2}.
Corollaire 3.12. — (The´ore`me de Hartogs-Levi ge´ne´ralise´)
Soit X une varie´te´ Ka¨hle´rienne disque convexe. Soit f une application me´romorphe,
a` valeurs dans X et de´finie sur C(1 − ǫ, 1) × ∆. Soit {lν}ν∈V une famille non
de´nombrable de droites complexes. On suppose de plus que pour tout ν ∈ V , lν ∩
C(1− ǫ, 1)×∆ 6= ∅, lν ∩C(1− ǫ, 1)× b∆ = ∅ et pour tous ν1, ν2, ν3 ∈ V deux a` deux
diffe´rents, lν1 ∩ lν2 ∩ lν3 ∩∆
2 = ∅. Supposons que f se prolonge me´romorphiquement
a` lν ∩∆2 pour tout ν ∈ V . Alors f se prolonge me´romorphiquement a` ∆2.
De´monstration. — L’application f e´tant me´romorphe, l’ensemble des points d’inde´-
termination de f est discret dans C(1 − ǫ, 1) × ∆. Soir r ∈]1 − ǫ, 1[, tel que Mr =
C(r)×∆ ne rencontre aucun point d’inde´termination de f . La restriction de f a` Mr
est donc lisse et pour tout ν ∈ V ⊂ G(2, 3), la droite lν est transverse a` Mr. Soit
Γf = {(w, c) ∈ ∆2 × X,w ∈ Mr, c = f(w)} le graphe de f . De la meˆme manie`re
que dans la proposition 3.3, il existe une surface de Riemann V ⊂ G(3, 2), un point
ν0 ∈ V , un voisinage de Stein W de Sν0 ∪ γν0 (ou` Sν0 est le graphe de l’extension
me´romorphe de f a` lν0 et γν0 = Γf ∩ (lν0 ×X)), tels que l’ensemble des points ν ∈ V
tel que Sν ⊂W est 0-ge´ne´rique. Soit φ :W → C
m un plongement de W dans l’espace
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affine. D’apre`s l’hypothe`se faite sur les droite lν et le the´ore`me de Levi, φ ◦ f admet
une extension holomorphe au voisine de ∆2 ∩ lν0 . Et donc f = φ
−1 ◦ φ ◦ f admet une
extension holomorphe au voisinage de ∆2 ∩ lν0 . L’extension me´romorphe a` tout ∆
2
se fait alors soit en appliquant a` nouveau le the´ore`me 3.2 soit graˆce au re´sultat de
[18].
3.5. Ge´ne´ralisations du the´ore`me de Hartogs-Bochner. — SoitX une varie´te´
ka¨hle´rienne disque convexe. Soit Γ une sous-varie´te´, de classe C1, oriente´e, ferme´e et
maximalement complexe de Cn. Supposons qu’il existe un sous-ensemble analytique et
irre´ductible A de Cn\Γ tel que d[A] = [Γ] ou` [A] et [Γ] sont les courants d’inte´gration
sur A et Γ. Soit π : Cn → Cp−1 la projection π(z1, ..., zn) = (z1, ..., zp−1). Nous
supposerons que pour tout z ∈ Cp−1, Γ∩ {z}×Cn−p+1 est un compact de classe A1.
Corollaire 3.13. — Toute application Lipschitzienne CR f : Γ → X admet une
extension me´romorphe a` A.
De´monstration. — Soit
Γf = {(x, (y, w)) ∈ C
p−1 × (Cn−p+1 ×X), w = f(x, y)}.
La varie´te´ Γ e´tant compacte, il existe R > 0 tel que si |x| > R, on aie π−1(x)∩Γ = ∅.
Le proble`me du bord pour [Γf ] est donc re´soluble dans l’ouvert {|x| > R}×(C
n−p+1×
X). La varie´te´ ω = Cn−p+1×X est bien suˆr disque convexe, le the´ore`me 3.2 s’applique
donc. Il reste a` ve´rifier que l’extension ainsi obtenue donne une solution globale au
proble`me du bord pour [Γf ]. Soit U ⊂ C
p−1 un ouvert connexe maximal contenant
l’ouvert {|x| > R} tel que le proble`me du bord pour [Γf ] admette une solution [TU ]
dans U×(Cn−p+1×X) qui est nulle pour {|x| > R}. Par unicite´ du proble`me du bord
dans Cn, il est ici impossible que [Γf ] admette deux solutions distinctes au proble`me
du bord dans V × ω pour tout ouvert V de Cp−1. D’apre`s le lemme 3.8, le bord
G = ∂U = Cp−1\U est donc de mesure de Hausdorff (2p − 3)-dimensionnelle nulle.
D’apre`s le lemme 3.7, la solution [T ] au proble`me du bord pour [Γf ] est de volume
borne´ au voisinage de G, elle admet donc une extension simple sur Cp−1 × ω\Γf qui
reste ferme´e au sens des courants et est donc solution au proble`me du bord pour
[Γf ] dans C
p−1 × ω. La projection de cette solution sur Cn donne alors l’extension
me´romorphe de f sur A.
Dans le cas ou` Γ est de classe C2, Γ sera une varie´te´ CR globalement minimale.
Les applications CR continues sur Γ admettent une extension holomorphe sur une
“extension analytique a` un cote´” de Γ. Quitte a` de´former Γ dans cette extension, on
peut alors supposer sans perte de ge´ne´ralite´ les hypothe`ses du corollaire pre´ce´dent
ve´rifie´es et nous obtenons:
Corollaire 3.14. — Soit Γ une sous-varie´te´ de classe C2, compacte, connexe, ori-
ente´e et maximalement complexe de Cn, bord (au sens des courants) d’un sous-
ensemble analytique borne´ irre´ductible A de Cn\Γ. Alors toute application CR con-
tinue f : Γ→ X admet une extension me´romorphe a` A.
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Remarque 3.15. — Ce dernier re´sultat peut aussi eˆtre obtenu comme corrolaire du
the´ore`me d’extension du type Hartogs de [18]. En effet, ce dernier permet d’e´tendre
f me´romorphiquement a` Reg(A), l’extension a` tout A peut alors par exemple eˆtre
obtenue par un the´ore`me d’extension du type Thullen (voir [29]).
Corollaire 3.16. — Supposons que X est une varie´te´ Ka¨hle´rienne de dimension 2
ne contenant aucune surface de Riemann compacte. Soit M une hypersurface re´elle
de X la se´parant en deux composantes connexes Ω1 et Ω2. Alors toute fonction
holomorphe f au voisinage de M admet une extension holomorphe sur Ω1 ou sur Ω2.
De´monstration. — De meˆme que pre´ce´demment, en conside´rant [Γf ], le graphe de la
restriction de f sur M (ou une de´formation de f), on montre qu’il existe un ouvert
maximal Umax tel que le proble`me du bord pour [Γf ] admette une solution [T ] dans
Umax ×X . Montrons par l’absurde que Umax = C. Supposons le contraire. D’apre`s
le lemme 3.8, si G = C\Umax est 0-ge´ne´rique, il existe un point z ∈ C tel que [Γf ]
admette deux solutions [T1] et [T2] disctintes au proble`me du bord dans un voisinage
W de {z} × X . Mais alors [R] = [T1] − [T2] est une 2-chaˆıne holomorphe ferme´ et
non nulle dans W . En particulier, pour presque tout x assez proche de z, [R,Π, x]
est une 1-chaˆıne holomorphe ferme´e non nulle de {x} ×X . Pour un tel x, le support
de [R,Π, x] est donc une re´union de surfaces de Riemann compactes de {x} × X ce
qui contredit le fait que X ne contient pas de surfaces de Riemann compactes. Dans
le cas ou` le ferme´ G est 0-ge´ne´rique (i.e. de´nombrable), il admet des points isole´s.
Mais alors au voisinage de ces points, [T ] admet une extension simple ferme´e qui reste
solution au proble`me du bord pour [Γf ], ce qui contredit la maximalite´ de Umax et
termine la preuve du corollaire.
3.6. Plongement des structures CR. — Le but de ce paragraphe est de don-
ner une caracte´risation des structures CR strictement pseudoconvexes admettant une
solution au proble`me du bord dans une varie´te´ X donne´e. Dans le cas ou` X est de
dimension 2 (et donc M une hypersurface re´elle de X), une caracte´risation de nature
topologique est donne´e dans [20]. Dans le cas ou` X est Ka¨hle´rienne disque convexe
de dimension quelconque, la caracte´risation suivante est valide:
Proposition 3.17. — Soit M une sous-varie´te´ oriente´e, compacte, de classe C2 et
maximalement complexe de X ve´rifiant l’une des trois proprie´te´s suivantes:
1. M est plongeable dans l’espace affine et de dimension sup{erieure ou e´gale a` 3.
Cn.
2. M est strictement pseudoconvexe et de dimension 5.
3. M est strictement pseudoconvexe, de dimension 3 et est le bord d’une varie´te´
complexe abstraite.
Alors M admet une solution au proble`me du bord.
Re´ciproquement, si M est strictement pseudoconvexe et admet une solution au
proble`me du bord alors M est plongeable dans l’espace affine.
De´monstration. — D’apre`s [21, 5], la deuxie`me proprie´te´ implique automatiquement
la premie`re. D’apre`s [21, 17], la troisie`me proprie´te´ implique elle aussi la premie`re.
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Supposons donc qu’il existe un plongement CR φ : M → Cm. Soit M˜ ⊂ Cm,
l’image de M par φ. D’apre`s [14], M˜ admet une solution A au proble`me du bord.
L’application Ψ = φ−1 : M˜ → X est une application CR. D’apre`s [19], M est glob-
alement minimal (i.e. M est constitue´ d’une seule orbite CR). La propagation de
l’extension le long de l’orbite CR (voir [19, 24]) montre alors que Ψ s’e´tend holomor-
phiquement sur une extension analytique a` un cote´ de M (i.e. un ensemble qui est
une extension analytique au voisinage de chaque point de M , le cote´ peut changer).
En de´formant M dans cette extension analytique, on peut supposer sans perte de
ge´ne´ralite´ que Ψ s’e´tend holomorphiquement sur un ensemble analytique au voisinage
de M . D’apre`s le corollaire 3.14, Ψ s’e´tend me´romorphiquement sur A. L’image
directe de [A] par l’extension de Ψ nous donne un sous-ensemble analytique de X
solution du proble`me du bord pour [M ]. Re´ciproquement, supposons que M admet
une solution au proble`me du bord dans X , d’apre`s les arguments de [17], M est
plongeable dans l’espace affine.
Dans le cas ou` M est de dimension 3, la question se pose alors de savoir s’il est
possible de s’affranchir de l’hypothe`se de plongeabilite´ de M dans l’espace affine.
En effet, on ne connaˆıt pas d’exemple de structure CR plongeable dans X mais non
plongeable dans Cn (voir [10]). Le the´ore`me 3.2, permet alors de montrer que de
telles varie´te´s (si elles existent) n’admettent aucune fonction CR non constante:
Corollaire 3.18. — SoitM une sous-varie´te´ compacte et strictement pseudoconvexe
de dimension 3 de X. Alors l’une des deux proprie´te´s suivantes est ve´rifie´e:
1. Les fonctions CR sur M sont constantes.
2. M admet une solution au proble`me du bord dans X et M est plongeable dans
l’espace affine.
De´monstration. — Supposons qu’il existe une fonction CR f :M → C non constante.
Soit
Γf = {(f(x), x) ∈ C×X ;x ∈M}
le graphe de f .
Lemme 3.19. — On peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que f est de classe C∞
et que pour tout z ∈ C, γz = Γf ∩{z}×X est inclus dans une re´union finie de courbes
lisses par morceaux.
De´monstration. — Le the´ore`me de Lewy permet d’e´tendre f holomorphiquement sur
une extension analytique U du cote´ pseudoconvexe de M (i.e. il existe un voisinage
V de M tel que U ∩ V soit un sous-ensemble analytique, irre´ductible de dimension
2 de V \M tel que d[U ] = [M ] au sens des courants). L’extension e´tant holomorphe
non constante, ses lignes de niveau sont des sous-ensembles analytiques de dimension
1. Il existe donc une de´formation M˜ de M dans A telle que les lignes de niveau
de la restriction de l’extension de f sur M ve´rifient les proprie´te´s du lemme. La
re´solution du proble`me du bord pour M et pour M˜ e´tant e´quivalentes, nous obtenons
la re´duction recherche´e.
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La fonction f e´tant continue, sont module admet un maximum R surM . Le proble`me
du bord est donc re´soluble pour [Γf ] dans l’ouvert {|z| > R} × X (prendre comme
solution [T ] = 0). D’apre`s le lemme 3.8, il existe un ouvert connexe maximal Umax
contenant {|z| > R} tel que le proble`me du bord pour [Γf ] admette une solution dans
Umax × X nulle pour |z| > R. Soit [T ] =
∑
i∈I ni[Ti] la de´composition de [T ] en
composantes irre´ductibles.
Lemme 3.20. — La 2-chaˆıne holomorphe [T ] est positive (i.e. pour tout i ∈ I,
ni ≥ 1).
De´monstration. — Soit Π : C × X → C la projection canonique sur C. pour tout
i ∈ I, π(Ti) est un ouvert de C. Soit V = Umax\ ∪i∈I;ni<0 Π(Ti). L’ensemble
G = ∂V ∩ Umax est de mesure de Hausdorff (2n − 1)-dimensionnelle non nulle car
il se´pare deux ouverts de Umax. Il existe donc un point z ∈ G, tel que {z} × X
soit transverse a` T . En particulier, [Sz ] = [T,Π, z] est une 1-chaˆıne holomorphe
positive. Par de´finition de V , il existe i ∈ I tel que ni < 0 et {z} ×X soit tangent
a` T i. Il existe donc un point x ∈ γz tel que {z} × X soit tangent en x a` T i et tel
qu’il existe un voisinage Vx de x tel que d[Ti] = [Γf ] dans Vx. Comme {z} ×X est
tangent a` Γf en x et que Γf est strictement pseudoconvexe, ne´cessairement {z} ×X
est langeant du coˆte´ concave de Γf et donc Ti est du coˆte´ convexe de Γf (i.e. d[Ti] est
le courant d’inte´gration sur [Γf ] avec multiplicite´ 1). Soit nj ≥ 0 la multiplicite´ de la
composante irre´ductible Tj (si elle existe, sinon poser nj = 0) de [T ] dans Umax ×X
ve´rifiant d[Tj ] = −[M ] au voisinage de x. Comme [Γf ] est le courant d’inte´gration
sur la varie´te´ Γf , il est de multiplicite´ 1 en tout point. On a donc ni = nj + 1 > 0 ce
qui donne la contradiction recherche´e.
Lemme 3.21. — Soit [Γ] un (2p− 1)-courant rectifiable ferme´, maximalement com-
plexe et dont le support est de classe A2p−1 d’une varie´te´ complexe Y . Soient [T1] et
[T2] deux p-chaˆınes holomorphes de Y \Γ, positives et solutions au proble`me du bord
pour [Γ] dans Y . Supposons que T1∪Γ et T2∪Γ ne contiennent aucun sous-ensemble
analytique de dimension p de Y . Alors [T1] = [T2].
De´monstration. — En effet, la n-chaˆıne holomorphe [T1]−[T2] est ferme´e dans Y . On
a donc [T1]− [T2] =
∑
i∈I ni[Li] ou` ni ∈ Z
∗ et Li sont des sous-ensemble analytiques
de Y de dimension pure p. Supposons que I n’est pas vide. Soit donc i ∈ I et notons
[L1i ] et [L
2
i ] les restrictions de [T1] et [T2] a` Li, on a donc
[L1i ]− [L
2
i ] = ni[Li].
Quittes a` intervertir le roˆle de [L1] et [L2], on peut toujours supposer que ni > 0. On
a alors Li 6⊂ L1i ∪ Γ et L 6⊂ L
2
i ∪ Γ car T1 ∪ Γ et T2 ∪ Γ ne contiennent pas de sous-
ensembles analytiques de dimension p de Y . Soit alors R une composante irre´ductible
de Li\Γ telle que [R] soit de multiplicite´ 0 dans [L1]. Par hypothe`se, on a
k ≥ 0
ou` k est la multiplicite´ de [R] dans [L2]. On a alors
0− k = ni
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et donc ni est ne´gatif ce qui donne la contradiction recherche´e.
Lemme 3.22. — Soit V l’ensemble des points z ∈ Umax tels que le compact Sz ∪ γz
contient une surface de Riemann compacte. Alors V n’est pas 0-ge´ne´rique.
De´monstration. — Rappelons que Sz est le support de la 1-chaˆıne holomorphe [Sz] =
[T, π, z] ou` π : C × X → C est la projection canonique sur la base C. La 2-chaˆıne
holomorphe [T ] e´tant positive, pour tout z ∈ Umax, [Sz ] est une 1-chaˆıne holomorphe
positive. Pour tout z ∈ V , notons {Lk}k∈K l’ensemble des surfaces de Riemann
compactes incluses dans Sz ∪ γz et {Lik}i∈I les composantes irre´ductibles de Lk\γz.
Soit mik la multiplicite´ de [L
i
k] dans [Sz]. Notons mk = infi∈I m
i
k (nous rappelons
que mik ≥ 0) et posons [S˜z] = [Sz]−
∑
mk[Lk]. Par construction, [S˜z] est la 1-chaˆıne
holomorphe positive solution au proble`me du bord pour [γz] telle que supp ([S˜z ]) ∪
γz ne contient pas de surface de Riemann compacte (l’unicite´ de´coule du lemme
pre´ce´dent). Supposons que V est 0-ge´ne´rique (ou de manie`re e´quivalente que ∂V est
0-ge´ne´rique). De manie`re similaire a` la proposition 3.3, on conside´rant les ensembles
Ek,l =
{
x ∈ ∂V ∩ Uǫ/2;V ol[S˜x] ≤ k;
lC
2
< V olsupp([S˜x]) ≤
(l + 1)C
2
}
ou` Uǫ/2 et C sont de´finis de la meˆme manie`re que dans la de´monstration de la propo-
sition 3.3, on montre qu’il existe un point z0 ∈ ∂V , un voisinage Vz0 de z0 et un ouvert
de Stein W ⊂ C × X tel que le proble`me du bord pour [Γf ] admette une solution
[T˜ ] au proble`me du bord dans W ∩ (Vz0 ×X). Par construction de cette solution, on
remarque qu’il existe un sous-ensemble 0-ge´ne´rique V˜ ⊂ ∂V tel que pour tout z ∈ V˜ ,
[S˜z] = [T˜ , π, z]. Soit alors z ∈ V˜ tel que Sz soit transverse a` T˜ , le fait que pour tout
z ∈ V , [S˜z] est une 1-chaˆıne holomorphe positive, implique qu’il existe un voisinage
connexe Vz de z tel que [T˜ ] soit une 2-chaˆıne holomorphe positive dans Vz ×X . Mais
alors, dans (Vz ∩ Umax)×X , [T ] et [T˜ ] sont deux solutions positives au proble`me du
bord pour [Γf ], et donc elle sont e´gales dans (Vz ∩Umax)×X d’apre`s le lemme 3.21.
D’apre`s le lemme 3.8, on de´duit alors que [T ] = [T˜ ] dans tout Vz×X . Mais alors pour
tout x ∈ Vz ∩ V˜ , [S˜x] = [T˜ , π, x] = [T, π, x] = [Sx] ce qui est impossible pas de´finition
de [S˜x] et donne la contradiction recherche´e.
Montrons maintenant par l’absurde que Umax = C. Supposons le contraire et
notons G = C\Umax. D’apre`s le controˆle du volumme du lemme 3.7, [T ] est de masse
finie et la masse des courants [T,Π, z] est uniforme´ment borne´e. L’ensemble G ne
peux donc eˆtre non 0-e´ne´rique (i.e non de´nombrable). En effet, un ensemble ferme´
et de´nombrable admet toujours des points isole´s au voisinage desquels [T ] admettrait
une extension simple ferme´e ce qui contredirait la maximalite´ de Umax. Supposons
donc que G est 0-ge´ne´rique. De la meˆme manie`re que dans le lemme pre´ce´dent, on
montre qu’il existe alors un point z ∈ ∂Umax et un voisinage Vz de z et un ouvert de
Stein W tel que le proble`me du bord pour [Γ] admette une solution positive [T˜ ] dans
W ∩(Vz×X). Mais alors dans (Umax∩Vz)×X , [T ] et [T˜ ] sont deux solutions positives
dont l’union de leur support avec Γf ne contient pas de sous-ensembles analytiques de
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dimension 2, on a donc, d’apre`s le lemme 3.21, [T ] = [T˜ ] dans Umax ∩Vz et donc [Γf ]
admet une solution au proble`me du bord dans (Umax ∪ Vz) × X ce qui contredit la
maximalite´ de Umax et montre que le proble`me du bord pour [Γf ] est re´soluble dans
C × X . La projection de [T ] sur X donne alors une solution au proble`me du bord
pour [M ] dans X . D’apre`s [17], M est donc plongeable dans Cn et les fonctions CR
sur M se´parent les points.
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